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Pagrindinis rezultatas:

Tam tikros tiesinés ir bendresnés Dirichlet L funkcijy ir Hurwitzo
dzeta funkcijy kombinacijos kritinéje juostoje turi be galo daug
nuliy. Jrodymams taikomas Siy kombinacijy universalumas.



Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Dirichle (Dirichlet)
eiluté apibréziama taip:
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Tegul x - Dirichle charakteris, o (0 < aw < 1) - fiksuotas
parametras. Dirichle L funkcija L(s, x) ir Hurvico (Hurwitz) dzeta
funcija ((s, @), kai 0 > 1, apibréziamos atitinkamomis eilutémis

L) = 2N i s =Y

m=1 m=0

ir pratesiamos meromorfiskai j visa kompleksine plokstuma.



Zinoma, kad L(s, x) # 0 pusplokstuméje o > 1, o kritinéje juostoje
{se€C: 0< o <1} turi begalo daug nuliy. Siai funkcijai galioja
apibendrinta Rymano (Riemann) hipotezé tegianti, jog visi nuliai
guli kritinéje tieséje.

Funkcijos ((s, ) savybés, taip pat ir nuliy pasiskirstymas, priklauso
nuo parametro «.

» {s e C: o> 1}: Kai « transcendentinis, racionalus
(o # 1,3) (H. Davenport and H. Heilbronn 1936) arba
algebrinis iracionalus (J.W.S. Cassels, 1961 ), ((s, a) turi
begalo daug nuliy.

> D:{SE(C: %<O‘<1}: Tegu|oz:§, (a,q)=11ir
0 <a<q, kad o1, o3, % < 01 < 0y < 1, egzistuoja kontanta
¢ = c(a, 01,02) > 0 tokia, kad pakankamai dideliam T,
funkcija ((s, @) turi daugiau nei cT nuliy, gulinCiy
staCiakampyje {s € C: 01 <o < oy, |t| < T}. (S.M.
Voronin 1977). Tai galioja ir transcendentiniam « (S.M.
Gonek 1979). Algebrinis iracionalaus « atvejis lieka atviras.



Universalumas

Teiginiy apie ((s, ) nuliy pasiskirstyma juostoje D jrodymai
remiasi jos universalumo savybe.

Pazymékime: meas{A} - macios aibés A C R Lebego matas.
Tuomet ((s, ) universaluma nusako Sis teiginys:

Universalumo teorema Hurvico dzeta funkcijai (S.M. Gonek
1979, B. Bagchi 1981). Tarkime « yra racionalus # 1,% arba
transcendentinis skai¢ius. Tegul K C D - kompaktiskas poaibis su
jungiu papildiniu ir tegul f(s) yra tolydi funkcija virs K ir analiziné
K iSoréje.

Tada kiekvienam € > 0,

1
lim inf —meas {T €10, T]: sup|((s+iT,a)—f(s)] < 8} > 0.
T—oo T seK



Jungtiné universalumo teorema Dirichle L funkcijy
postumiams (J. Steuding 2007). Tarkime, kad x1,...,xn yra
poromis neekvivalentus Dirichle charakteriai. Tegul K;
(j=1,...,n) kompaktiskas juostos D poaibis su jungiu papildiniu
ir tegul f;(s) - tolydzios, nevirstancios nuliu srityse K; funkcijos,
kurios yra analizinés K; iSoréje. Tuomet, kiekvienam ¢ > 0,

1
liminf —meas{ 7€ [0, T]: sup sup |L(s+iT,xj)— fi(s)| <ep >0.
T—ooo T 1<j<nseK;



Daug universalumo rezultaty Hurwico dzeta ir Dirichle L funkcijoms
bei jvairioms jy kombinacijoms gauta:
J. Steuding (2007) ir A. Laurinciko (2008, 2011, 2012) darbuose.

Daug rezultaty apie universaliy funkcijy tiesiniy kombinacijy arba jy
daugianariy nulius galima rasti: T. Nakamura ir L. Pankowski
(2012, 2016) darbuose.

Musy gauti rezultatai skirti tam tikry tiesiniy ir bendresniy Dirichle
L funkcijy ir Hurvico dzeta funkcijy kombinacijy nuliams.



Teoremos apie tam tikry tiesiniy ir bendresniy Dirichle L
funkcijy ir Hurvico dzeta funkcijy kombinacijy nulius

Laikysime, jog funkcijai L(s), teiginys A(o1,02; ¢, T) yra teisingas,
jei kiekvieniem o1, 0>, % < 01 < 0y < 1, egzistuoja konstanta

¢ > 0 tokia, kad pakankamai dideliam T, funkcija L(s) turi daugiau
negu c¢T nuliy staciakampyje {s € C: 01 <o <02, 0 <t < T}.

Teorema 1.
Sakykime, x1,...,Xxn yra poromis neekvivalentus Dirichle
charakteriai, o Pi(s),..., Pn(s) bendrosios Dirichle eilutés turincios

skirtingus nulius ir absoliuciai konverguojancios, kai o > % ir bent
dvi is eiluciy P;(s) nevirsta nuliais juostoje D. Tuomet egzistuoja
konstanta ¢ = ¢(x1,---sXn» P1,- -, Pn,o1,02) > 0 tokia, kad

tiesinei kombinacijai
Pl(S)L(val) + Pn(S)L(S, Xn)a

teisingas teiginys A(o1,02;¢, T).



Pazymékime H(D) erdve analiziniy funkcijy virs aibés D su
tolygaus konvergavimo ant kompakto topologija. Tegul

1
S= € HD): —— € H(D) or s:O},
{gcHo): e HO)ores
ir pazymékime U, klase tolydziy operatoriy F : H"(D) — H(D)
tokiy, kad kiekvienai atvirai aibei G C H(D),

(F'6)nS"# 2.

Teorema 2.

Tarkime, x1,...,Xxn poromis neekvivalentus Dirichle charakteriai, o
F € U,. Tuomet egzistuoja konstanta ¢ = ¢(x1,...,Xn, F,
o1,02) > 0 tokia, kad funkcijai F(L(s,x1),---,L(s,xn)), galioja
teiginys A(o1,02;¢,T).



Klasé U, teoring, sunku patikrinti jos prielaidas. Apibrézkime
paprastesne operatoriy klase F. Tegul V bet koks teigiamas
skaicius, Dy = {s € C: 1 <o <1, |t|<V}ir

Sy = {g € H(Dy) : € H(Dy) or g(s) = 0} .

b
g(s)
Sakome, kad tolydus operatorius F : H"(Dy) — H(Dy) priklauso
klasei U, v, jeigu su kiekvienu polinomu p = p(s),

(FHp}) NS} # 2.

Teorema 3.

Tarkime, x1,...,Xxn poromis neekvivalentus Dirichle charakteriai, o
F € Up,v su pakankamai dideliu V. Tuomet egzistuoja konstanta
c=c(x1,---sXn F, 01,02) > 0 tokia, kad funkcijai F(L(s,x1),
..., L(s,xn)), galioja teiginys A(o1,02;¢c, T)su T < V.



Pavyzdys
Pateiksime operatoriaus F € Uy, pavyzd;.

Tegul F(g1,82) = g2 + g3, g1,8 € H(Dy), o p(s) - bet koks
polinomas.

Tuomet egzistuoja konstanta ¢; > 0 tokia, kad |p(s)| < ¢, kai
s € Dy.
Paimkime C > ¢y ir
p(s) + C p(s) — C
s)= ———, §)=—~21_——.
pl)="ve - PO= e
Tuomet turime, kad pi(s) # 0 ir pa(s) # O srityje Dy. Beto,
p2(s) + p3(s) = p(s).
Todeél, (p1, p2) € (F*{p}) N SZ. Taip pat, jeigu x1 ir x2 yra
neekvivalentus charakteriai, tai funkcija
L2(s,x1) + L*(s, x2)

turi daugiau negu cT nuliy staiakampyje
{seC: 01 <0 <oy 0<t< T} supakankamai-dideliu T-< V..



Pavyzdys
Tegul Pi(s),. .., Pn(s) analizinés funkcijos srityje D, dvi is jy
nevirstancios nuliais, o likusios apréztos polinomais. Tuomet
funkcijai

PL(s)L(s,x1) + -+ + PalS)L(s, xn):

kur x1,...,Xxn poromis neekvivalentus Dirichle charakteriai, galioja
teiginys A(o1,02;¢,T).

IS tikryjy, operatorius F : H"(Dy) — H(D\/) apibréztas formule

F(gl,---,gn)zP1g1+-~'+Pngm gl,...,gnEH(Dv),

yra tolydus. Tegul p = p(s) bet kuris polinomas. Imkime, kad
Pi(s) ir P2(s) nevirstantys nuliais, kai s € D. Beto, egzistuoja
polinomai g;(s), j =3,...,n, tokie, kad kai s € D,

1Pi(s)l < lgj(s)]. j=3,...,n.



Imame

_p(s)+C
gl(S)— Pl(S) ’

_ —(P3(s)+ -+ Py(s)) - C
gg(S) - P2(5) )
g3(s)=---=gn(s) =1,

kur C > 0 tokia, kad p(s) + C # 0 ir
—(P3(s) + -+ - + Pn(s)) — C # 0 srityje Dy. Tuomet turime

Pigi+ -+ Pngn=p

ir g1,...,8n 7 0 on Dy. todél Teoremos 3 prielaidos yra
patenkintos.



Toliau pateiksime rezultatus apie tam tikry Hurvico dzeta funkcijy
nulius.

Apibrézkime:

L(ag,...,ap) ={log(m+a;): me Ng=NU{0},j=1,...,n}.

Teorema 4.

Tarkime, kad aibé L(aq,...,ap) yra tiesiskai nepriklausoma virs
racionaliyjy skai¢iy Q, o c1, ..., c, yra kompleksiniai skaiciai, kuriy
bent vienas nelygus 0. Tuomet egzistuoja konstanta
c=c(o,...,ap,c1,..., cn,01,02) > 0 tokia, jog funkcijai

c1l(s,a1) + -+ + cal(s, an),

teisingas teiginys A(o1,02;¢, T).



Pazymékime U, tolydziy operatoriy F : H"(D) — H(D) klase
tokia, kad kiekvienai atvirai aibei G C H(D), aibé F~1G yra
netuscia.

Teorema 5.

Tarkime, kad aibé L(aq,...,a,) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q,
ir kad F € U,. Tuomet egzistuoja konstanta

c=c(aq,...,an F,o1,02) > 0 tokia, jog funkcijai

F(¢(s,a1),...,C(s,an)), teisingas teiginys A(o1,02; ¢, T).



Dabar paimsime paprastesne operatoriy klase. Pazymékime U
tolydziy operatoriy F : H"(D) — H(D) klase tokia, kad
kiekvienam polinomui p(s) egzistuoja jo pirmvaizdis F~1{p}.

Teorema 6.

Tarkime, kad aibé L(aq,...,«a,) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q,
ir kad F € U,;. Tuomet egzistuoja konstanta

c=c(a1,...,an, F,01,02) > 0 tokia, jog funkcijai
F(¢(s,a1),...,C(s,ap)), teisingas teiginysA(o1,02; ¢, T).

Pavyzdziui, operatorius F : H?(D) — H(D) apibréztas formule
F(g1,8) = g2 + g3, priklauso klasei Uas. 15 tikryjy, kiekvienam
polinomui p(s) egzistuoja du polinomai

_p(s)+1 p(s) =1

and po(s) = 222,



Dabar nagrinésime funkcijy rinkiny L(s, x1), ..., L(s,x1), (s, a1),
.., ((s, ). Pazymékime P aibe visy pirminiy skaiciy ir
apibrézkime aibe

L(P,ai,...,ar) ={(logp: p€P),(log(m+«aj):

me No,j=1,...,r).

Teorema 7.

Tarkime, x1,..., X/ poromis neekvivalentus Dirichle charakteriai, o
aibé L(P, a1, ...,«a,) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q. Tegul
Ct,.-.,C1, €1, .., ¢ kompleksiniai skaiciai, kuriy bent vienas ¢; ne
0. Tuomet egzistuoja konstanta

c = C(Xl,...,X/,al,...,()ér,cl,...,C/,él,...,ér, 0'1,02) >0

tokia, jog funkcijai
ClL(S7X1) + o+ C/L(S7X/) + 61<(Sv C‘51) + o+ 6rC(5704r)a

teisingas teiginys A(o1,02;¢, T).



Laikysime, jog tolydus operatorius F : H'*"(D) — H(D) priklauso
klasei U, ,, jeigu kiekvienam polinomui p(s) aibé
(F~Y{p}) N (S' x H"(D)) yra netuscia.

Teorema 8.

Tarkime, x1,..., X/ poromis neekvivalentus Dirichle charakteriai,
aibé L(P,a1,...,«a,) yra tiesiskai nepriklausoma virs Q ir F € U,
Tuomet egzistuoja konstanta

c=c(X1s---sXI, Q.- 0r, F,0o1,02) > 0 tokia, jog funkcijai

F(L(s,x1),---L(s,x1),¢(s,01) .-, C(s,0r)) s

teisingas teiginys A(o1,02;¢, T).



A&it uz demes)!



